Exercices pour s’entrainer

Analyse - Développements limités
Exercice 1 Déterminer le développement limité en 0, a I’ordre indiqué, de la fonction f quand f est dé..nie par :
(a) f(xz)=tan(z), al’ordre 6 ;

) 1) =t (1) avordre 4

1/x?
(¢) f(x)= (mn—(x)) . a l'ordre 2.

xT

Eléments de résolution On veut le développement limité en 0, & I'ordre indiqué, de la fonction f quand
(a) f(z)=tan(x) a l'ordre 6.
Ona:

sin (z)

fz) =

cos ()
x— a3 /3! + 2P /5! + o (2)
1—a2/20 4+ 24 /4! — 26 /6! + o (2F)
x—x3/3l + 25 /5! + o (2)
1— (22/2! — 24 /4! 4+ 26/6! 4 0 (29))

1+ tan (z)
1 —tan (z)

w>fww—m( ),man4



En utilisant le (a),0on a:

f) = 1 l+az+a%/3+0(x
S (x + 23/3) +ox4

1+x+x3/3+0( )(1_(x+x3/3)+0( ))71}

)
(z)) (1 + (z+2/3) + (x+x3/3)2+(x+x3/3)3+(x+x3/3)4+0(x4)>}
l+z+2%/340 x4)) 1+ x+x3/3) (w2+2x4/3)+x3+x4+0(a:4))]
l+a+2°/3+0 (") (1+2+2”+42°/3+ 52" /3 + 0 ()]
+a+a’+42°/3+ 52" 3+ x+2® +2° + 42" /3 + 2% /3 4+ 2" /3 + 0 (2*))
+ 2z + 22° 4 82° /3 + 102 /3 + 0 (2"))
(22 + 222 + 823 /3 + 1024/3)° L (20422 +80%/3 4 102/3)°

2 3

l+z+2%/3+0(x

—_ =~~~ —

= (22 + 227+ 82%/3 4+ 102"/3) —

2 3 4 79\4
_(2x+2x +8x4/3+10x /3) +o(at)

32 1 1
= 2z +22° +82%/3+102"/3 — <4sc +82° 4 4at + — )+§(8x3+3x4x2x2x2)116x4+0(sc4)

4
= 24022+ gac?’ + 024 —|—0($4)

= 2x—|—§x3+0(x4).

1/z?
(¢) f(z)= <w> , al'ordre 2.

Ona:

f(z) =exp {% x In (tanx(x))]

Pour avoir un développement limité (DL) de f a I'ordre 2, on a besoin d’'un DL de [—2 x In <tan (x))} a l'ordre
x X

tan (x)

2, donc un DL de In (mn—z(x)) a l'ordre 4, donc un DL de a l'ordre 4 et donc, ..nalement, un DL a I'ordre

5 de tan (). Et avec (a), on obtient :

f@) = exp _—ln<1+;+—x +o(x4))]

z? 2 4)?
1|22 2, <?+Ex> .
= exp |— §+—x -~ +o(z")




Exercice 2 Déterminer un équivalent de f (x) =

Eléments de résolution On a:

Avec un DL a I'ordre 2 de e*, on obtient :

—z%/2+ o (2?)
x(x+22/24 0(x?))
" -1/2+0(1)
1+x/240(x)

fz) =

|l 8|k

et on en déduit

Remarque On en déduit : lim, .o+ f () = —oo et lim,_,o- f (x) = +oo.

Exercice 3 Déterminer la limite en a, si elle existe, de la fonction f quand f est dé..nie par :

2tan (x) — tan (2x) o
(z) = (1—cos(3x)) yaveca=0;

¥ —x
1—z+1In(z)’

(a) f
/

(¢) f(x)=cos(x)e/(1=sn() aveca =T ;
/
f

~

() = aveCa=1;

INE]

(d) f(z)=sh(Va?+x)—sh(Va?—z), avec a = +o0 ;

x

(e) f(x)= <\/1+§\/1+§> , aveC a = 400 ;

2% 4 3% 1/(2—x)
(f) f(@(m) ,avec a = 2.

2tan (z) — tan (2x)

x (1 — cos (3z))
“en 0. Pour lever cette indétermination, eaectuons un D L3 des termes
, on obtient :

Eléments de résolution (a) Limite de f(z) = no.

On obtient une forme indéterminée du type “
en tan et un DL, de cos ; avec I’exercice 1(a

2(x+§+o(x3)>—(2x+@+0(3€3)>
o (%5 +0 ()
—22%+0(2%)  —2+0(1)

23 40(x3)  L4o0(1)

T olo

f(x)

On en déduit : lim,_,o f (z) = —g.
. ¥ —x
(b) Limite de f (Ll',') = Tln(x) enl

On obtient une forme indéterminée du type “6” en 1. Pour lever cette indétermination, posons x = 1+t et exsectuons



un DL, enOde (1+¢)"™ etdeln(1+¢).Ona:

t2
In(1+t) = thJro(tQ)
et (1+6)'""" = exp[(1+¢)In(1+1)]
= exp [(1+t ( ——+0(t2))]
= exp<t+ —|—o >
1 2\°
= ( ) §(t+5) + o0 (%)
= 1+t+t*+o0(t?)
On en déduit : , ()
t“4ol(t 1+o0(1
f+t)=— —_ ()
—t2/2+0(t?) —1/240(1)
. . ¥ —x _
et on obtient : lim,_; 71_x+1n(x)_

(¢) Limite de f (z) = cos (z) et/ (1=5n(®)) en ¢ = 5
Puisque lim,_,./> (1 —sin (x)) = 07, on arrive, pour f (x), & une forme indéterminée de la forme “+oc x 0”. Pour
ramener I’étude a une limite en 0, posons x = g + ¢ ; on obtient :

F(gt) = cos(Gre)ernmn

— —sin (t) el/lfcos(t)

En eoectuant un DL, de cos (t) et sin (¢) en 0, on obtient :

F(5+1)

— (t +o (t2)) exXp |:t2/T10(t2):|

—t(1+0(t)) exp [tiz (2+ 0(1))}

7(5+t) 5 —texp <t2>

1 S L 1
Puis, en posant v = 7 chercher la limite en 0 de f ( + t) revient a chercher la limite en +oco et —co de f (g + —) ;
(A

avec ce qui précéde, on a:

et avec les puissances comparées, on en déduit :

lim cos (z)e!/(=50@) = Jim —
z—m/2 r—Fo0 u

(d) Limite en +oo de f(z) = sh (Va? +z) — sh (Va? —z).
Puisque lim,_, ; » sh (v) = +oo, on obtient une forme indéterminée du type “+o00 — c0”.
Pour x > 1,0n a:

fa) = L[V T o

N =N -

[e*/“'z—"’”” e *} + {e_ eiow _\/*2—‘”}

N —



Puisque lim; 1 oo V22 + 2 = limg 100 V22 — 2 = 400, 0N a limg 4 oo % [e‘”’Lw — e Vr*tal — (. jl reste donc &
étudier la limite en +oo de g (z) = § {e‘/ﬁ” — evﬂﬂ} . Pour cela, on va se ramener & une étude en 0 (par valeurs

- 1 .
supérieures) en posant ¢t = — ; on obtient : V¢ €]0,1],
x
1 1 1 1
g <E) =3 [exp <E\/1+t) — exp <E\/1t)]
En eoectuant un DL, en 0 de /1 +t et de /1 — ¢, on obtient :
1 1 1 1, _Lp 2\ ) — T L _Le 2
g(t) 2[exp(t (1+2t 8t +o(t))> exp(t (1 2t 8t +0(t)
1

; ; (t)) 1t exp (—%—ét—f—o(t})]

2
— Y (31 o)) e (L (14 2evot0))
1 1

Il
|
| —
@
—
S~
~+
o)
™
o
/T\
|
|
~~
_|_
S}
|
o

e/t T
- & o1/2 —1/2 (61/2+e—1/2) —i—o(t)]
Avec
o1/t
lim — =+
t—0+ 2
et

t—0

lim [61/2 —e 12 i (61/2 + 6_1/2> + o(t)] —el/2 _¢ 125

on en déduit : lim, ., sh (\/:c2 + :c) — sh ( T2 — x) = 400.

.’L’2

(e) Limite de f (z) = (2\/1+é\/1+§> , en +oo0.

On obtient ici une forme indéterminée du type “17>°”. Ona : Vz > 0,

f(x) =exp lx2ln<2\/1+é\/1+%>

Puis on se raméne a étudier une limite en 0 (par valeurs supérieures) en posant ¢ = — ; on obtient :
x

t

1 1
f <—> = exp L—2 In(2v1+t—v1 +2t)]
Ecectuons un DL, en0de /1+¢tetde1+2t;0na:
1 1 1, 1, ) 1 1, )
f <¥> exp L—zln (2 (1+§t—§t +o(t )) - <1+§2t—§(2t) +o(t )))]
exp lln 1+lt2+0(t2)
t2 4

Puis, avec un DL, de In (1 + u) en 0, on obtient :

()=t (s00)] e 00)



.'L'2
A 1 2
On en déduit : lim,_, o (2\/1 4+ == \/1 + _> —e
X x

(f) Limite de f (x) =

2L +3.L
2z+1 5z/2

1/4

1/(2—x)
en 2.

On obtient une forme indéterminée du type “1°°” en 2. Pour lever cette indétermination, posons d’abord x = 2+ ¢
pour se ramener a chercher une limite en 0 ; on obtient :

fetn) =

Puis emectuons des DL, en 0 des dinérentes fonctions composant f2+1)

In (4et In(2) 4 get 1n(3)>

et

In (8e“n<2> + 55 )

exp {_Tl (ln (227 4 321) —In (23+t n 51+t/2>)]
= €xp [ (ln (4et n(2) 4 getn(3) ) In (8et In(2) | 56%))}

; on obtient :

In 4<1+t1n(2)+(“n ) 9<1+tln ))2+o(t2)>]

In |13+ (41n (2) + 91n (3)) ¢ + 202 2) 9(ln 3)° £+ 0 (&)

n(13) +1n |1 41n(2)i;91n(3)t+4(1n(2)) 229(111(3)) t2+0(t2)]

n (13) + 41n (2) 14;91]0 (3),, 4(n (2))2;;9 (In (3))2t2

. (4111(2)14;9111 ®), ., 4(1n(2))22+69 (In (3))2t2>2 o)

In (13) + 4ln(2)1+39ln(3)t+ (4(111(2))2229(111(3))2 N <(41n(2)1+391n(3))>2> 2 4o (@)

In

8<1+tln(2)+(tln72(2))2+0(t2)> +5 <1+31n(5)+

In(13) +1In |1+

2 2
81n(2);r3g1n(5)t+ (4(1n(2) +2(In(5)) >t2+o(t2)]

In (13) +

8In(2) + 21In (5 4
n<>1+32n<>t+<

N (81n(2);|—3%1n(5)t+ (4(1n(2))2+§

s 200 1+331n 6), (4(111(2))2 1+3§ (n()° ((8111(2) 1+33m(5))>2> 2o )
On en déduit :
Fott = e [71 <41n(2)+9111;(3)gln(5)t+at2+0(t2)>} e {4ln(2)911i§3)+%1n(5) +at+o(t)}
ol - An (2))224;9(111 B)° ((4111(2);;9111 (3)))2 _4(in(2))? ;)g (In(5)” ((8111 (2) Irggln@)))?



d’ou

i or 4 3w 1/(2—=) B 41n(2) —9In (3) + gln(f)) B 1 , 94 55/2 B 94 y 55/2
ILInZ 2z+1 5 /2 - P 13 = Xp 13 n 39 - 39

1/13

Exercice 4 Soit f la fonction dé..nie par f (z) =In|sh (3z —7) —ch(z 4+ 1)|.
Montrer que la courbe de f admet une asymptote oblique, que I’'on déterminera, en +oc.

Eléments de résolution Ona: Vz € Dy,

f@ = mn (%)ew—?_e—w—ﬂ_ew+l_e—<w+1>))

= —In (2) 4 In (631'—7 |1 _ €—6w+14 _ e—2w+8 _ e—4w+6|)
— _In (2) +1n (631‘—7) +1n ‘1 _ (e—6w+14 T e—2x+8 + €—4x+6)|
Comme limy— 4o (—62 + 14) = limy— 4 oo (—22 + 8) = lim, 4 oo (—4x + 6) = —00, ON &

lim (676z+14 + 672$+8 4 674m+6) =0

Tr—-+00
donc, pour x su¢samment grand, on obtient :
f(@)=—In(2)+ 32— T+1In(1— (e 0 4 g 20H8 4 ¢74240))
etavecun DLy deln(1+wu)en0 :
fla)=583c—7-1n(2) - (676m+14 4 2eH8 674z+6) +o ((676m+14 4 em2eH8 4 674x+6))
ce qui prouve que I'on a :

lim [f(z)—Bz—7—-1In(2))]=0

xr——+00

et donc que la droite d’équation y = 3z — 7 — In (2) est asymptote a la courbe de f en +oo.



